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Závisí matematická pravda od času? 
Judith V. Grabinerová, California, USA*) 
1. Úvod 
Závisí matematická pravda od času? Naša bezprostředná odpověď by asi zněla, že 
nezávisí. Isteže pripúšťame, že miery pravdivostí v prírodných védách sa měnili; bola 
koperníkovská revolúcia v astronomii, darwinovská v biologii, einsteinovská vo fyzike. 
Ale vyskytujú sa podobné vědecké revolúcie aj v matematike? Matematici na tuto 
otázku často odpovedali tak ako HERMANN HANKEL, matematik 19. storočia, ktorý na-
písal: ,,Vo váčšine vied jedna generácia búra, čo iná vybudovala a následovník popiera 
to, čo tvrdil jeho predchodca. Len v matematike vytvára každá generáca ďalšiu stavbu 
na týchistých starých základoch." (Hankel [20], str. 25). 
Hankelov názor však nie je celkom správný. V matematike bolo niekolko velkých 
zmien. Vezmime například axiomatizáciu geometrie v starovekom Grécku, ktorá změ­
nila matematiku z experimentálnej védy na vedu intelektuálnu. A ďalej uvažme, čo 
znamenal objav neeuklidovských geometrií a nekomutatívnych algebier v 19. storočí; 
tento vývoj viedol k uvedomeniu si, že matematika nie je súhrn navzájom nesúvisiacich 
poznatkov, ale zeje to logicky súvislá veda o abstraktných systémoch. To bol podstatný 
obrat v myšlení, ktorý změnil názor matematikov na podstatu matematickej pravdy 
a na to, čo je v matematike dovolené a čo třeba dokazovat'. 
Ďalšia velká změna v matematike sa odohrala na rozhraní 18. a 19. storočia a šlo 
v nej povodně o infinitezimálny počet. Spočívala v odmietnutí matematiky ako techniky 
počítania a honby za novými výsledkami v prospěch matematiky jasných definicií a přes­
ných dókazov. Pretože o tejto zmene, hoci malá pre samotných matematikov velký 
význam, historici a fiolozofi často nehovoria, nie je jej revolučný charakter dosť doce­
něný. V našom článku sa najprv pokusíme ukázať, že táto velká změna skutočne nastala. 
Potom budeme skúmať, čo so sebou priniesla.Keď to spravíme, budeme sa mócť vrátiť 
k otázke v nadpise tohoto článku. 
2. Matematická analýza v 18. storočí: prax a teória 
Aby sme získali představu o matematickej praxi v 18. storočí, pozrime sa najprv 
na brilantné odvodenie dnes velmi dobré známého výsledku. Uvedieme tu, ako získal 
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LEONARD EULER nekonečný rad pre kosinus uhlu. Začal identitou 
(cos Z + i sin Z)n = cos nz -f i sin nz . 
Potom rozvinul lavú stranu rovnosti pomocou binomickej vety. Reálnu časť tohoto 
binomického rozvoja položil rovnu cos nz. Dostal tak 
cos nz = (cos zf - (cos Z)""2 (sin Z)2 + 
, n(n - 1) (n - 2) (n - 3) 4 . 4 
H— — — (cos zf * (sin zy — . . . . 
4! 
Nech Z je nekonečné malý oblúk a nech w je nekonečné velké. Potom je 
cos Z = 1, sin Z = Z, n(n — 1) = n2, n(n — 1) (« — 2) (« — 3) = /z4, atd. 
Rovnost má teraz známy tvar 
t «
2 Z 2 « 4 Z 4 cos nZ = 1 1 . . . . 
2! 4! 
No pretože z je nekonečné malé a n nekonečné velké, Euler usudzuje, že nz je konečná 
veličina. Nech teda nz = i;. Modernému čitatelovi sa to móže zdať neuvěřitelné; jednako 
len máme 
cosi; = 1 - v2/2! + i>4/4! - . . . . 
(Pozři EULER [16], časti 133-4 a STRUIK [32], str. 348-9.) 
Teraz, keď sme situáciu znázornili na příklade, móžeme robiť všeobecné závěry o me­
todách, ktorými pracovali matematici 18. storočia. Po prvé, primárný doraz sa kládol 
na dosiahnutie výsledku. Všetci matematici poznajú mnohé z výsledkov z toho obdobia, 
ktoré majú mená LEIBNIZA, BERNOULLIHO, L'HOSPITALA, TAYLORA, EULERA a LAPLACEA. 
Ale je skoro isté, že tieto výsledky boli povodně získané cestami úplné odlišnými od 
spósobov, akými sa dokazujú dnes. Pochybujeme o tom, že Euler a jeho súčasníci by 
boli schopní odvodit svoje výsledky aj vtedy, keby boli viazaní našimi nárokmi na přes­
nost. V tom je jeden z velkých rozdielov medzi tým, ako sa robila matematika v 18. sto-
ročí a tým, ako sa robí teraz. 
Čo priviedlo matematikov 18. storočia k názoru, že výsledky sú dóležitejšie ako přesné 
dókazy? Jeden z dóvodov je ten, že aj matematika zohrala svoju úlohu vo velkej expló-
zii vo vede, známej ako vědecký přelom (HALL [19]). Hlavným cielom všetkých vied 
už od čias renesancie bolo totiž získávat nové vědomosti. Už od prvého velkého objavu 
v matematike — riešenia kubickej rovnice, publikovaného v roku 1545 — rozšiřovat 
matematické poznanie znamenalo hladať nové výsledky. Objav infinitezimálneho počtu 
na konci 17. storočia zintenzívnil tuto snahu; bola tu nová silná metoda, ktorej možnosti 
využitia sa zdali nesmierne. Mohli to byť azda aj vzrušujúcejšie úlohy, ako pokus 
o rozriešenie pohybovej rovnice celej slnečnej sústavy. Infinitezimálny počet bol ideál-
nym prostriedkom na získavanie nových výsledkov, i keď vela matematikov nevědělo 
přesné vysvětlit, prečo tento prostriedok funguje. 
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Ak bolo prvořadým cielom matematiky takmer celého 18. storočia získavať nové 
výsledky, je prirodzené očakávať, že matematici tohoto obdobia používali metody, ktoré 
k nim viedli. Pre matematikov 18. storočia účel svátí prostriedky. A úspechov bolo vela. 
V 18. storočí vznikli nové matematické odbory, každý s vlastnými metodami a s vlast-
ným okruhom výsledkov. Například variačný pcčet a teória parciálnych diferenciálnych 
rovnic najednej straně a deskriptívna geometria na druhej straně. Aj existujúce cdbory 
ako matematická fyzika a teória pravděpodobnosti stratili svoju jedncduchosť a pre-
hladnosť. 
Druhý závěr, ktorý móžeme vyslovit' o matematike 18. storočia a jej túžbe po výsled-
koch je ten, že matematici velmi dóverovali moci symbolov. Niekedy sa zdá, akoby sa 
bolo předpokládalo, že ak sa niečo dá zapísať pomocou navzájom súvisiacich symbolov, 
pravdivost' tvrdenia je zaručená. A tento předpoklad sa neaplikoval len na konečné 
for muly. Konečné metody sa mechanicky prenášali na nekonečné procesy. Vela dóleži-
tých faktov o nekonečných mocninných radoch sa objavilo tak, že sa rady interpretovali 
ako velmi dlhé polynomy (REIFF [30]). 
Táto viera v symboly v 18. storočí je istou anomáliou v historii matematiky. Třeba 
sa pri nej trošku přistavit'. Vychádzala z úspechov algebry a infinitezimálneho pcčtu. 
Vezmime najprv algebru. Všeobecné symbolické označenia typu, ktorý dnes pckládame 
za samozřejmý, zaviedol v roku 1591 francúzsky matematik FRANCOIS VIĚTE*) (Boyer 
[6], str. 59 — 65 a Struik [32], str. 77 — 81). Táto notácia bola najsilnejším prostriedkcm 
k objavovaniu nového v celej historii matematiky. Ukažme si jej možnosti na příklade. 
Skúmajme identitu 
(2.1) (x - a) (x - b) (x - c) = x3 - (a + b + c) x2 + (ab + ac + bc) x - abc . 
Symbolické označenie nám dovoluje objaviť niečo, čo by sme nezistili ani po prepcčítaní 
tuctov numerických príkladov: Vztah medzi koreňmi a kceficientami každej polynomic-
kej rovnice lubovolného stupňa. A ešte niečo: polynom (2.1) je tretieho stupňa a má tri 
kořene. Po ďalšom skúmaní identit typu (2.1) vyslovil ALBERT GIRARD V roku 1629 
tvrdenie, že každý polynom n-tého stupňa má n koreňov — prvú formuláciu toho, čo 
GAUSS neskór nazval základnou větou algebry. 
Ale prečo pokládali matematici 18. storcčia algebraické formuly typu (2.1) za správné? 
Pretože, ako tvrdil NEWTON, právě algebra je ,,univerzálnou aritmetikou" (Newton [29]). 
Vzťah (2.1) platí, lebo je zovšeobecnením platných aritmetických tvrdení. Čo však 
s nekonečnými premennými, podobné ako v predošlom Eulerovcm příklade? Odpověď 
je analogická. Máme tu predsa artimetiku nekonečných desatinných zlomkov, móžeme 
ju zovšeobecniť a vytvořit' algebru nekonečných radov (Newtcn [28], str. 6). Nekonečné 
procesy sú podobné konečným, ibaže sú dlhšie. 
Viera v symboliku, živená algebrou, ešte vzrástla po úspechcch infinitezimálneho 
počtu. Leibniz vynašiel označenia dyjdx & §ydx výslovné pre ulahčenie nášho myslenia. 
Takéto označenie je skutečné výhodné. Mali by sme si s vďačnosťou spomenúť na Leib-
niza vždy vtedy, keď měníme premenné za integračným znamienkom. Predpokladajme, 
*) Symboly dnešného typu zaviedol až DESCARTES VO svojej Geometrii v roku 1639. (Pozn. red.) 
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že y je funkciou x a x je funkciou t; chceme nájsť áy/át. Nie Leibniz, ale Leibnizovo 
označenie nám umožňuje objaviť pravidlo 
dyjdí = (dyjdx) (dx/dt). 
Úspěch Leibnizovho označovania v infinitezimálnom počte ešte zosilnil dóveru matema-
tikov v správnost' záverov potvrdených symbolickými argumentami. 
V 18. storočí sa viera vo všemocnosť dobrého označenia rozšířila aj za hranice mate­
matiky. Ona viedla například chemika LAVOISIERA k predvídaniu ,,chemickej algebry". 
V jej duchu potom BERZELIUS V roku 1813 navrhol chemické symboly podobné tým, 
ktoré používáme dnes. Každý, kto niekedy zostavoval chemické rovnice, vie, akým 
spósobom přitom myslíme pomocou symbolov. Skutočnosť, že myšlienka o správnosti 
čisto symbolických dóvodov sa rozšířila z matematiky na ďalšie obory, dokazuje, aká 
výrazná idea to musela byť. 
To, čo sa tu povedalo, by však nemálo čitatela priviesť k názoru, že všetci matematici 
18. storočia boli celkom nevšímaví k základom analýzy. Isto, a asi aj dosť pcdrobne, 
diskutovali o jej předměte. Nebudeme tu sumarizovat' rózne pokusy vysvetliť v 18. sto­
ročí podstatu dy/dx, limit, nekonečna a integrálov, ktoré trvali celé storočie, správné 
nazvané CARLOM BOYEROM ,,obdobím nerozhodnosti", čo sa týká podstaty pojmov ([7], 
kap. VI). Čo však třeba pre naše účely zdórazniť, je, že skúmanie základov nebolo pre 
matematikov 18. storočia tým hlavným. Dóležité je, že matematická prax nezávisela 
od dokonalého pochopenia hlavných použitých pojmov. 
Ale situácia v matematike v 19. storočí už bola iná. Analysti 19. storočia, od CAUCHY-
HO a BOLZANA, zaviedli přesné počítanie s limitami, konvergenciou a spojitosťou, zalo­
žené na nerovnosti ach, a hladali přesné dókazy viet o týchto pojmoch. Vieme, ako tieto 
dókazy vyzerali; stále ich používáme. Nový směr v analýze 19. storočia sa od pred-
chádzajúceho nelíši len v technike počítania. Dóležitejšia změna nastala v spósobe mate­
matického myslenia. Teraz, keďsme už načrtli vývoj v 18. storočí, móžeme sa zaoberať 
— z historického hladiska — najzaujímavejšími otázkami tohoto článku. Čo spósobilo 
ten rozdiel medzi starým a novým chápáním? Ako sa stala matematika tým, čím je dnes? 
K tomu, aby táto změna mohla nastať, boli potřebné dve věci. Po prvé, bolo třeba 
poznať technické postupy potřebné na přesné dókazy. Takéto postupy už boli známe; 
o historii najdóležitejších technik budeme hovoriť vo 4. časti článku. Po druhé, bolo 
třeba zmeniť postoj k základom matematiky; bola to, aj keď nie postačujúca, tak aspoň 
nutná podmienka pre zavedenie přesnosti. Pozrime sa, ako sa pod novým zorným uhlom 
javili základy infinitezimálneho počtu medzi 18. a 19. storočím. Boli příčiny změny 
postoja k základom v samotnej matematike? Alebo boli motivované dóvodmi mimo 
matematiky? Preskúmajme viacero možností. 
3. Prečo sa změnili kritéria matematickej pravdivosti? 
Prvé vysvetlenie, ktoré nám príde na um, je to, ktoré používáme, keď chceme pře­
svědči ťsvojich študentov, že naše požiadavky na presnosť sú oprávněné: Infinitezimálny 
počet bolo třeba vybudovat' presne právě preto, aby sme sa vyhli omylom, a ak sa už 
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chyby vyskytli, aby sme ich vedeli napravit'. To však v prvej etapě rozvoja analýzy 
vóbec nebolo dóležité. V matematike 18. storočia je totiž prekvapujúco málo chyb. 
To má dve hlavné příčiny. Po prvé, niektoré výsledky sa dali overiť numericky alebo 
dokonca experimentálně, takže ich platnost' sa dala preveriť bez seriózneho základu. Po 
druhé, čo je ešte dóležitejšie, matematici v 18. storcčí mali takmer neomylnú intuíciu. 
Hoci neboli vedení přesnými definíciami, predsa len hlboko chápali vlastnosti základ­
ných pojmov analýzy. Tento závěr potvrdzuje aj skutočnosť, že mnohé očividné neisté 
argumenty, používané v 18. storočí, možno zachránit' a urobit'ich přesnými pomocou 
vhodných predpokladov. 
Potřeba vyhnúť sa chybám sa však stává dóležitejšou koncom 18. storočia, kedy sa 
začal zvyšovat' záujem matematikov o komplexné funkcie, o funkcie viacerých premen-
ných a o trigonometrické rady. V týchto oblastiach najdeme vela přijatelných tvrdení, 
ktoré je poměrné ťažko overiť intuitivné. Vzrastajúci záujem o takéto výsledky mohol 
pomócť sústrediť pozornost' na otázku základov. 
Druhé vysvetlenie, ktoré nám móže prísť na um, je, že infinitezimálny počet sa stal 
přesným preto, lebo sa začal zovšeobecňovať. 18. storočie vyprodukovalo velké množ­
stvo výsledkov. Potřeba zjednotiť ich by mohla automaticky viesť k vybudovaniu přes­
ného axiomatického základu. Ale už sto rckov predtým, ako začal pracovat' Cauchy, 
jestvovalo vela výsledkov a žiadna snaha po ich usporiadaní sa neprejavila. Koncom 
18. storočia sa však mnohým matematikem zdalo, že tempo získavania nových výsled­
kov sa spomaluje. Tento dojem mal aj určité cpodstatnenie, lebo váčšina výsledkov 
dosiahnutelných mechanickou aplikáciou metod 18. storočia, už bola získaná. Možno, 
že keď bol teraz pokrok pomalší, bol aj čas na obzretie sa a na rekapituláciu toho, čo 
sa už urobilo (Struik [31], str. 136-7). 
Tretie možné vysvetlenie súvisí s prvou jestvujúcou presnosťou — v geometrii. Už 
od čias starých Grékov každý vedel, že matematika má byť přesná. Dalo sa předpoklá­
dat', že matematikov začne preto trápit' svedomie a že analysti přivedu svoje metody 
na starú dobru úroveň. Euklidovská geometria bola skutečné modelom pre novů 
přesnost'. No staré idey přesnosti prqdsa len nestačili k tomu, aby sa matematici usilo­
vali spravit' přesným infinitezimálny pečet; dekazuje to celých stopáťdesiat rokov 
medzi Newtonom a Cauchym. To je pravda, i keď rozpor medzi euklidovským štandar-
dom a súčasnou praxou nezostal bez povšimnutia. GEORGE BERKELEY, cloyonský biskup, 
namieril v roku 1734 svoj rozhodný a fundovaný útok proti infinitezimálnemu počtu. 
Tvrdil, že to nie je taká přesná teória, akou by matematika malá byť. Berkeley chcel 
bránit' náboženstvo proti obvineniam z iracionálnosti, ktoré vznášali vědci a matematici 
18. storočia. Tvrdil, že jeho protivníci nemajú ani matematiku rozumné zdóvodnenú. 
Přiznává, že výsledky infini tezi marného počtu sú pravdivé, ale napáda jeho metody. 
Berkeleyho útok The Analyst je majstrovskou ukážkou polemiky (Struik [32], str. 
333-338 a Berkeley [3]). O ,,velmi malých prírastkoch", ktoré majú rozhodujúcu úlohu 
v Newtonovom kalkule, hovoří: ,,A čo suto tie velmi malé prírastky? Nie sú to ani 
konečné veličiny, ani veličiny nekonečné malé, ani nulové veličiny. Nie sú to len tiene 
miznúcich veličin?" Berkeleyho útok, ktorý je vlastně systematickou matematickou kri­
tikou niektorých základných tvrdení Newtonovho kalkulu, vyprovokoval mnohých 
matematikov k písaniu spisov na obranu svojej védy. Predsa však ani Berkeleyho útok, 
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ani cdpovede naň nespósobili tú změnu v postoji k přesnosti, ktorú sa tu pokúšame 
vysvětlit'. Predovšetkým, obranné argumenty neboli velmi přesvědčivé (CAJORI [8]). 
A potom, skúmanie základov sa ešte nepokládalo za serióznu matematiku. Berkeley 
však priviedol ludí k tomu, aby sa viac ako predtým zaoberali problémom základov 
matematiky. Diskusie o základoch, ktoré viedli MACLAURIN, D'ALEMBERT a LAGRANGE, 
boli všetky aspoň čiastcčne vyvolané Berkeleyho prácou. No Berkeleyho útok sám 
o sebe nestačil k tomu, aby sa základy stali predmetom sústredenejšej pozornosti mate-
matikov. 
Keď sa hovoří o zmene v poměre k přesnosti, třeba spomenúť ešte jeden činitel, 
o ktorom sa sice v tejto súvislosti hovoří zriedka, ale ktorý bol dóležitý. Matematici 
museli vyučoval V posledných rokoch 18. storočia sa odohrala velká sociálna změna, 
Predtým žili matematici často na královských dvoroch; ich prácou bolo robiť matema­
tiku a pridávať tak na slávě alebo vzdělaní svojmu patronovi. No váčšina matematikov 
od čias Velkej francúzskej revolúcie založila svoju existenciu na vyučovaní (Struik [31], 
str. 140, Ben David [2], str. 95, 108). 
Změna v ekonomických pomeroch matematikov malá aj iné příčiny ako úpadok 
niektorých královských dvorov. Veda v 18. storočí bola rozpínavá. Bol to ,,Newtonov 
vek" a čas úspěchu newtonovskej védy. Vlády a obchodníci mali pocit, že veda je 
dóležitá a že móže byť užitečná; vědci ich v tejto viere podporovali. Preto vlády založili 
vzdelávacie inštitucie, aby pednecovali rozvoj védy. Boli založené vojenské školy, aby 
vychovávali budúcich dóstojníkov so znalosťami aplikovanej védy. Na existujúcich uni­
verzitách sa utvořili nové vědecké miesta. Ale zdaleka najdóležitejšou novou inštitúciou 
pre vědecké vzdelávanie, která slúžila ako vzor pre iné národy, bola v 19. storočí École 
polytechnique v Paříži. Tuto školu založila v roku 1795 revolučná vláda vo Francúzsku. 
Prečo vlastně mohlo nové sociálně postavenie matematikov, pre ktorých sa stalo 
vyučovanie nutnosťou, pomócť podporovat' přesnost'? Vyučovanie vždy donúti učitela 
starostlivo si rozmyslieť, na čom a ako budovat' svoj předmět. Matematik móže pojmu 
rozumieť natolko, aby ho mohol používat' a móže sa přitom spolahnúť na svoj prehlad 
získaný skúsenosťou. Ale nemóže to žiadať od študenta 1. ročníka, dokonca v 18. sto­
ročí. Začiatočník nepřijme, keď sa mu povie: ,,Keby ste s týmto pojmom pracovali tri 
roky, pochopili by ste ho." 
Čo je dókazom toho, že vyučovanie pomohlo podnietiťzáujem matematikov 18. a 19. 
storečia o to, aby vybudovali presnú analýzu? Po prvé, až do konca 18. storočia sa 
váčšina práč o základoch neuveřejňovala vo vědeckých časopisech, pretože základy 
matematiky sa nepokládali za dost' dóležitú matematickú (ale za filozofickú) otázku. 
Takéto práce sa namiesto toho objavovali v skriptách, učebniciach alebo v popularizač-
ných prácach. Ešte v 19. storočí, keď už podstata pojmov bola pre matematikov dóležitá, 
záujem o ňu často vznikal pri vyučovaní. Práce o základoch analýzy od LAGRANGEA 
[23], [26], CAUCHYHO [10], [11], WEIERSTRASSA (KLEIN [21], str. 283-4, BOYER [7], str. 
284 — 7) a DEDEKINDA [14], str. 1, vznikli z poznámok k přednáškám. 
Každý z bodov, ktoré sme doteraz spomenuli, pomóže vysvětlit', čo priviedlo matema­
tikov k tomu, že sa od hladiska 18. storočia, orientovaného na výsledky, přiklonili 
k presnejšej úrovni 19. storočia. Možno určit' ešte jeden katalyzátor tejto změny: bol to 
JOSEPH-LOUIS LAGRANGE. Lagrangeov vlastný záujem o problémy základov analýzy sa 
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prejavil vtedy, keď mal vyučovat' infinitezimálny pcčet na vojenskej škole v Turíne [24]. 
V roku 1784 vypísala Berlínská akadémia vied cenu za rozriešenie problému základov 
infinitezimálneho počtu. To podnietilo vznik prvých váčších príspevkov — v knižnom 
rozsahu — k vyriešeniu tohoto problému, ktoré boli napísané na kontinente (pozři 
HUILIER [27], CARNOT [9], BOYER [7], str. 254-255, a GILLISPIE [18], str. 149-150). 
Sú to predovšetkým Lagrangeove přednášky na École polytechnique, publikované vo 
dvoch velmi rozsiahlych knihách, ktoré sú pokusom zaradiť kalkul do všeobecnejšieho 
algebraického rámca [26], [23]. Lagrange nemohol správné rozriešiť problém základov 
infinitezimálneho počtu — už dlho je pre nás nepřijatelná jeho definíciaf'(x) ako koefi­
cientu pri h v Taylorovom rozvoji pre f(x + h). No jeho vízia o redukovaní kalkulu 
na algebru malá rozhodujúci vplyv na prácu Bolzana [5] a, ako budeme ďalej vidieť, aj 
Cauchyho. 
Predpokladajme teraz, že sme sa rozhodli urobiť svoj předmět přesným. Čo k tomu 
třeba spraviť? Třeba zaviesť správné definície a ovládat' techniku dokazovania, aby sme 
z definícií mohli odvodit' známe výsledky. Este musíme odpovedať na otázku: Skadial 
tieto dókazy a definície vziať? 
Matematici 18. storočia objavili vela technik a niektoré z vlastností, ktoré sa mohli 
stať základom definícií, hoci nevěděli, čo vlastně urobili. Udivuje nás, že boli tak blízko 
k mnohým postupom, ktoré používal Cauchy v přesných dókazoch. Táto skutočnosť 
dokazuje, že změnu zorného uhla pohladu na základy analýzy si vyžadovalo samo jej 
spresňovanie; nebol to len prirodzený vývoj mimo matematiky 18. storočia. 
4. Počiatky přesnosti 19. storočia sú v 18. storočí 
Uvedieme niekolko príkladov z práč z 18. storočia, ktoré přešli do definícií a dókazov 
19. storočia. Sústredíme sa přitom na nauku o aproximáciách. Matematici 18. storočia, 
či už riešili algebraické alebo diferenciálně rovnice, poznali vela užitočných přibližných 
metod. Ak je hlavným cielom získat' výsledok, je přibližný výsledok lepší ako žiadny. 
Paradoxné je to, že matematici 18. storočia boli velmi přesní, keď aproximovali. leh 
práca s nerovnosťami v odhadoch sa neskór stala základom presnej analýzy. 
Budeme sa tu zaoberať dvoma skupinami práč o aproximáciách z 18, storočia: práca-
mi skutočne věnovanými aproximáciám a tými, kde sa počítala chyba odhadov. Pozri-
me sa, čo z nich použili analysti 19. storočia. 
Matematici 19. storočia sa na přibližné metody, ktoré sa používali v 18. storočí, po-
zerali z nového hladiska. Přibližné riešenie chápali ako konštrukciu takého riešenia, 
a teda ako dokaž jeho existencie. Urobil to například Cauchy, keď dosiahol výsledok, 
ktorý sa dnes volá Cauchyho-Lipschitzova metoda dókazu existencie riešenia diferen-
ciálnej rovnice; tento dókaz je založený na približnej metóde, ktorú objavil Euler 
([15], str. 399). Podobné Cauchyho elegantný dókaz vety o tom, že spojité funkcie 
nadobúdajú v intervale [a, b] každú hodnotu medzi f(a) a f(b), vychádzal z približ­
nej metody 18. storočia (Lagrange [22], str. 260-V [25], časti 2, 6, Cauchy [10], 
str. 378 — 80). Cauchy předpokládal, že f(a) a f(b) majú pre spojitú funkciu f(x) 
opačné znamienka. Rozdělil interval [a, b] na n častí a usudzoval, že v [a, b] sú aspoň 
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dve hodnoty x, líšiace sa o (b — a)\n, v ktorých máf(x) rózne znamienka. Potom celý 
postup opakuje na intervale medzi týmito dvoma novými bodmi, na intervale dlžky 
(b — a)\n, čo dává dve ďalšie hodnoty, ktoré sa od seba líšia o (b — á)\n2, a tak ďalej. 
Zatial čo Lagrange použil tento postup k postupným aproximáciám koreňa polynomu, 
ktorý sa nachádza medzi bodmi x = a a x = b, Cauchy týmto postupem dokázal 
existenciu spoločnej limity £ dvoch postupností hodnot premennej x: tých, kde má f 
kladné znamienko, a tých, v ktorých má fzáporné znamienko. To že póvod Cauchyho 
dókazu třeba hladať v algebraických aproximáciách, vidno aj z kontextu, v ktorom ho 
sám uviedol: Poznámka věnovaná skúmaniupřibližného riešenia algebraických rovnic ([10], 
str. 378). 
Iným príkladom přeměny aproximaci! na dókaz existencie je Cauchyho teória určitého 
integrálu. V 18. storočí sa integrál zvyčajne definoval ako obrátenie derivácie. No vedelo 
sa aj to, že hodnotu integrálu možno aproximovat' súčtom. Cauchy si vzal Eulerovu 
prácu o aproximovaní hodnot určitých integrálov pomocou súčtov ([15], str. 184 — 7) 
a pozřel sa na ňu celkom novým pohladom. Cauchy definoval určitý integrál ako limitu 
súčtu, dokázal existenciu určitého integrálu spojitej (v skutočnosti rovnoměrné spojitej) 
funkcie a potom použil svoju definíciu k tomu, aby dokázal základnu vetu integrálneho 
počtu ([11], str. 122-5, 151-2). 
Teraz vezmime ďalší typ výsledku z 18. storočia o aproximáciách: priblízenia určené 
spolu s odhadom chyby. Tieto výsledky vyzerali asi takto: k danému n vedel matematik 
vypočítat' horné ohraničenie chyby, ktorej sa dopustil, ak pokládal /z-tú aproximáciu 
za presnú hodnotu. Koncom 18. storečia sa pri určovaní odhadov chyb používalo počí­
táme s nerovnosťami s velkou zručnostem (D'Alembert [13], str. 171 — 183, a Lagrange 
[25], str. 46 —7, 163). Cauchy, Ábel a ich následovníci vzali postup aproximovania za iný 
koniec. Namiesto toho, aby hladali hornú hranicu chyby pre dané ny predpísali si to, čo 
je vlastně,,chybou" — číslo epsilon — a (za předpokladu, že proces konvergoval) mohli 
vždy nájsť také n, že počnúc n-tou aproximáciou bola chyba menšia než e. Zdá sa, že 
toto je příčina, prečo používá Cauchy písmeno e v jeho bežnom modernom význame 
([10], str. 6 4 - 5 a ďalej. Ábel [1], Cauchy [10], str. 400-415). Cauchyho definícia kon-
vergencie, ktorá je v podstatě našou definíciou, je založená na tomto principe ([10], 
kap. VI.) 
Iný spósob ako matematici prispósobili 19. storočiu tie výsledky z 18. storočia, v kto­
rých sa používali nerovnosti, bol tento: Zhrcmaždili fakty, známe v 18. storočí v špe-
ciálnych prípadoch, a změnili ich tak, aby platili vo všeobecnosti. Například D'Alembert 
a iní dokázali konvergenciu niektorých špeciálnych radov tak, že ukázali, že sú člen 
po člene menšie ako konvergentný geometrický rad (D'Alembert [13]). V roku 1813 
použil Gauss toto kritérium na přesné vyšetrovanie kenvergencie hypergeometrického 
radu [17]. Cauchy použil porovnanie daného radu s geometrickým k tomu, aby cdvodil 
a dokázal niektoré všeobecné kritéria kenvergencie radev: pedielové, logaritmické a od-
mocninové kritérium [10], str. 121 — 127. 
Nakoniec uveďme ešte jeden velmi dóležitý příklad, výsledek z 18. storočia, ktorý 
sa v 19. storočí trošku změnil: Je to vlastnost' derivácie vyjádřená vzťahom 
(4.1) f{x + h) =f(x) + hf\x) + hV9 
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kde veličina Vide k nule spolu s h. Ako sme už poznamenali, Lagrange definovalf'(x) 
ako koeficient pri h v Taylorovom rozvojif(x + h). Takže vlastně ,,odvodil" (4.1) z to­
hoto Taylorovho rozvoja, a to tak, že pokládal V za nekonečný konvergentný rad v pre-
mennej h. Lagrange použil (4.1) na vyšetrovanie mnohých vlastností derivácie. Přitom 
pod slovami ,,Vide k nule pre h idúce k nule" rozuměl, že k danému číslu D možno 
nájsťdostatočne malé h tak, žef(x + h) — f(x),,budemedzi"h[/'(x) — D]ah[/'(x) + D] 
([23], str. 87). Najprv Cauchy a po ňom Bolzano a Weierstrass urobili zo vztahu (4.1) 
a k němu patriacich nerovností definíciu derivácie f'(x). (Cauchyho definícia bola v sku-
točnosti verbálná, no do jazyka nerovností ju přeložil v dókazoch. Viď Cauchy [11], 
str. 44 — 5,122—3, Bolzano [4], kap. 2 a 7, str. 285 — 7.) Táto definícia zaručila správnosť 
výsledkov off(x), ktoré Lagrange odvodil zo (4.1), například vety o prírastku funkcie. 
(Třeba však poznamenať, že nie všetky výsledky se takto stali přesnými, například situá-
cia okolo konvergencie a rovnomernej konvergencie sa nevyjasnila až do r. 1840.) 
Na tomto mieste sme záměrné nehovořili o tom, čo všetko nové a originálně vytvořili 
v základoch analýzy velkí matematici 19. storočia. Najma Cauchy vymyslel krásné dó-
kazy o konvergentných potenčných radoch v reálnej a komplexnej premennej, o reálných 
a komplexných integráloch a přispěl aj k róznym predmetom mimo analýzy. Ale pre 
naše účely potřebujeme také výsledky, aké sme vybrali. Buď věci, dokazujúce to, že sa 
znalosti známe z 18. storočia zovšeobecňovali, alebo to, že im 19. storočie dalo hlbší 
zrny sel. 
Bolo třeba vynaložit'vela úsilia, aby sa postupy 18. storočia změnili tak, ako sme o tom 
hovořili. Ale nebola to len záležitost' pracovného vypátia. Po prvý raz sa správné for­
mulovali problémy, na ktoré bolo třeba odpovedať využitím a rozšířením už existujúcich 
technik. Právě to sa pokládá za velkú změnu v přístupe k věci. A skutočne to bola 
velká změna. Pre vznik hladiska Bolzana a Cauchyho, ktoré sa od ich čias nezměnilo, 
bolo znovuzrodenie zaujmu o presnosť právě také nevyhnuté ako možnost' použitia 
známých postupov. Matematika nepotřebuje len výsledky, ale aj jasné definície a přesné 
dókazy. Matematici sa — ako jednotlivci — móžu sústreďovať len na to, aby vytvořili 
účinné metody a idey, ktoré možno využit', ale matematická obec ako celok nemóže 
byť k přesnosti lahostajná. 
5. Závěr 
Začali sme otázkou, či matematická pravda závisí od času. Matematická pravda je 
možno věčná, ale naše vědomosti o nej sa menia. Na příklade sme sa přesvědčili, že 
poměr k matematickej pravdě sa měnil v čase. V priebehu takejto změny v myšlení sa 
staršie práce prehodnocujú. Niečomu sa na hodnotě přidá, niečomu uberie. 
Čo má robit' matematik, ak vie, že změna hodnot može nastat'? 
Má na výběr z troch možností. Po prvé, može prijať istý relativizmus, ktorý bol vy­
jádřený větou ,,čo dnes stačí, je správné". Matematická pravda je právě to, čo za ňu 
pokladajú redaktoři časopisu Transactions. Je to užitočný názor, ale ak by sa všeobecné 
přijal, znamenalo by to, že Cauchy a Weierstrass by nikdy neboli přišli. Kritéria pravdi­
vosti by sa nikdy nezměnili v žiadnom dóležitom směre, až kým by sa nevyskytli velké 
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omyly. Preto relativizmus, ktorý priviedol Cauchyho k tomu, aby zanechal vtedajšie 
základy matematiky, nebude stačiť nám. 
Po druhé, móžeme sa pokúšať dosiahnuť najvyššiu úroveň, ktorú si móžeme predstaviť: 
nikdy nepoužiť argument, ktorý sme do všetkých dósledkov nepochopili, len taký, 
o ktorom vieme všetko, až do bodky nad i a čiarky cez t. Ale to je dokonca ešte horšie. 
Euler prvý vedel, že pri práci s nekonečné velkými a nekonečné malými veličinami sú 
ťažkosti. Keby bol chcel Euler písaťna takej vysokej úrovni přesnosti, ku ktorej učebnice 
niekedy vedu študentov, nebol by nikdy napísal ani čiarku. Žiadna matematická kon-
štrukcia sa před Cauchym a Weierstrassom nedala spravit' presne. 
Preto navrhujem tretiu možnosť: Zmieriť sa so skutočnosťou, že kritéria pravdivosti 
v matematike sa menia. Matematika sa vyvíja dvoma smermi. Nielen postupným na-
rastaním množstva výsledkov, ale aj náhlými skokmi. Len ak přijmeme možnosť teraj-
šieho omylu, móžeme dúfať, že budúcnosť prinesie podstatné zdokonalenie našich 
poznatkov. Móžeme sa přitom utešovať tým, že váčšina zo starých tehličiek najde svoje 
miesto niekde v novej stavbě. Matematika nie je tou jedinou vedou bez náhlých zmien. 
Povedzme radšej, že matematika je oblasťou ludskej činnosti, v ktorej každá nová etapa 
vývoja prináša so sebou najprevratnejšie, no přitom najmenej destruktivně změny. 
Tento článok bol povodně napísaný pre Mathematical Assotiation of America, Southern California 
Section, v marci 1972. Autorka vyjadřuje svoju vdaku Elmerovi Tolstedovi za jeho podporu apripomienky. 
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O tajích 
matematikovy práce*) 
J. E. Littlewood 
Co znamená být matematikem 
O tomto tématu se dá říci mnoho. Za prvé matematik musí být naprosto čestný ve své 
práci, nikoliv na základě nějaké vyšší morálky, ale prostě proto, že s padělky by nemohl 
mít úspěch. Univerzitní profesoři humanitního zaměření, zejména v Oxfordu, prý věří, 
že na všechno lze dát polemickou odpověď; nic neuznávají za skutečně pravdivé a v disku­
si je jejich hlavním cílem dokázat, že oponent je směšný ubožák. My jsme toho všeho 
*) J. E. LITTLEWOOD: The Mathematician's Art of Work. The Rockefeller University Review, 
September—October 1967. Uvádíme překlad druhé části článku. 
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